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第十二届全国大学生数学竞赛决赛试题 

参考答案及评分标准 

(非数学类, 2021 年 5 月 15 日) 

 
一、填空题(本题满分 30 分，每小题 6 分) 

1、极限 2
2

1
lim sin 1
→∞

=

 + = 
 

∑
n

n k

k k
n n

               . 

【解】 
12 2

2 0
1

1lim sin 1 sin (1 )d (2 2sin 4 cos 4 cos 2)
8→∞

=

 + = + = − − + 
 

∑ ∫
n

n k

k k x x x
n n

. 

2、设 0 (1,1, 1)−P ， 1(2, 1,0)−P 为空间的两点，则函数 xyzu xyz e= + 在点 0P 处沿

0 1P P


方向的方向导数为               . 

【解】 0 1P P


方向的单位向量为
1 (1, 2,1)
6



l = − ， 

0 0

1(1 ) (1 )−= + = − +xyz
x P P

u yz e e ， 

0 0

1(1 ) (1 )−= + = − +xyz
y P P

u xz e e ， 

0 0

1(1 ) 1 −= + = +xyz
z P P

u xy e e ， 

因此，方向导数 

0

12 (1 )
6

−∂
= +

∂ P

u e
l

. 

3、记空间曲线
2 2 2 2

0
 + + =

Γ 
+ + =

x y z a
x y z

： ( 0>a )，则积分 2(1 ) d
Γ

+ =∫ x s


          . 

【解】 利用对称性，得 

2 2 2 2 22 1(1 ) d (1 2 )d d ( )d ( )d
3 3Γ Γ Γ Γ Γ

+ = + + = + + + + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫x s x x s s x y z s x y z s  

2 2

1 d 2π 1
3 3Γ

   
= + = +   
   

∫
a as a . 

4、设矩阵 A的伴随矩阵 *

1
= 16

1

 
 
 
 
 

A ，且 | | 0>A ， 1 1 3− −= +ABA BA I ，

其中 I 为单位矩阵，则 =B                . 

【解】  由 * | |=AA A I 及 *| | 16=A 可知，| | 4=A . 对 1 1 3− −= +ABA BA I 的两边

同时左乘 1−A 右乘 A得 1 3−= +B A B I ，即 1( ) 3−− =I A B I ，所以 
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1
1 1 *

4
13( ) 3 1
4

4

−
− −

 
   = − = − = −      

 

B I A I A . 

5、函数 32
1

1 2 3

2 ( 0, 1,2,3)i
xxu x x i

x x x
= + + + > = 的所有极值点为               . 

【解】 利用均值不等式，可知 4
1 2 3( 4 2≥u x x x， ， ） .  另一方面，有 

2
2

1 1

1∂
= −

∂
xu

x x
， 3

2
2 1 2

1∂
= −

∂
xu

x x x
， 2

3 2 3

1 2∂
= −

∂
u
x x x

. 

令 0∂
=

∂ k

u
x

，( )=k 1,2,3 ，即 2
2
1

1 0− =
x
x

， 3
2

1 2

1 0− =
x

x x
， 2

2 3

1 2 0− =
x x

. 由此解得u

在定义域内的唯一驻点
1 1 3
4 2 4

0 (2 , 2 , 2 )P ，且u 在该点取得最小值 4
0( ) 4 2=u P ，这是

函数唯一的极值. 因此u 的唯一极值点为
1 1 3
4 2 4(2 , 2 , 2 ) . 

【注】 也可用通常的充分性条件(海赛矩阵正定)判断驻点 0P 为极小值点. 

 

二、(12 分) 求极限：

264

2 30

1 1 2 1 3 1 1
1 1 2 1 3 1lim

3π arcsin ( 1)arctan→

+ + + +
⋅ ⋅ −

− − − −
− +

n

x

x x x nx
x x x nx

x x x



，其中 n为正整数. 

【解】 令 2641 1 2 1 3 1( )
1 1 2 1 3 1
+ + + +

= ⋅ ⋅
− − − −

nx x x nxf x
x x x nx

 ，则 (0) 1=f ，且 

                                                  ------------------- 2 分 
1 1 1 1 2 1 1 3 1 1ln ( ) ln ln ln ln
2 1 4 1 2 6 1 3 2 1

+ + + +
= + + + +

− − − −
x x x nxf x
x x x n nx

 ， 

( ) 1 1 1 1 2 2 1
( ) 2 1 1 4 1 2 1 2 2 1 1
′      = + + + + + +     + − + − + −     

f x n n
f x x x x x n nx nx

 ， 

                                                          ------------------- 4 分 

所以 (0)′ =f n .                                             -------------------- 2 分 

注意到
0

arcsinlim 1
→

=
x

x
x

，
0

arctanlim 1
→

=
x

x
x

，因此 

原式 2 30

( ) (0)lim
3π arcsin ( 1)arctan 0 3π→

−
= ⋅ =

− + −x

x f x f n
x x x x

. 

                                                     ------------------- 4 分 
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三、(12 分) 求幂级数
1

11 ln 1
∞

=

  − +    
∑ n

n
n x

n
的收敛域. 

【解】记
11 ln 1 = − + 

 
na n

n
.  当 →∞n 时，

1
2na

n
 . 所以 

                         1

1lim lim 1
→∞ →∞

+

+
= = =n

n n
n

a nR
a n

.           ---------------- 4 分 

显然，级数
1

∞

=
∑ n
n

a 发散.                                ---------------- 2 分 

为了证明{ }na 是单调递减数列，考虑函数
1( ) ln 1 = + 

 
f x x

x
， 1≥x . 利用不

等式：当 0>a 时， ln(1 )
1

+ >
+
aa

a
，得 

1 1( ) ln 1 0
1

 ′ = + − >  + 
f x

x x
， 

即 ( )f x 是[1 +∞， ）上的增函数，所以 1
1 1( 1) ln 1 ln 1 0

1+
   − = + + − + >   +   

n na a n n
n n

.

根据莱布尼兹审敛法，级数
1
( 1)

∞

=

−∑ n
n

n
a 收敛.                  ---------------- 4 分 

因此
1

∞

=
∑ n

n
n

a x 的收敛域为[ 1,1)− .                         ---------------- 2 分 

四、(12 分) 设函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内二阶可导，且 

( ) ( ) 0= =f a f b ， ( )d 0=∫
b

a
f x x .

 
(1)  证明：存在互不相同的点 1 2, ( , )∈x x a b ，使得 ( ) ( )′ =i if x f x ， 1,2=i ； 

(2) 证明：存在 ( , )ξ ∈ a b ，ξ ≠ ix ， 1,2=i ，使得 ( ) ( )ξ ξ′′ =f f . 

【证】  (1)  令 ( ) e ( )d−= ∫
xx

a
F x f t t ，则 ( ) ( ) 0= =F a F b . 对 ( )F x 在[ , ]a b 上利

用洛尔定理，存在 0 ( , )∈x a b ，使得 0( ) 0′ =F x ，即
0

0( ) ( )d= ∫
x

a
f x f t t . 

---------------- 3 分 
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再令 ( ) ( ) ( )d= − ∫
x

a
G x f x f t t ，则 0( ) ( ) ( ) 0= = =G a G x G b . 对 ( )G x 分别在 0[ , ]a x

与 0[ , ]x b 上利用洛尔定理，存在 1 0( , )∈x a x 及 2 0( , )∈x x b ，使得 1 2( ) ( ) 0′ ′= =G x G x ，

即 ( ) ( )′ =i if x f x ， 1,2=i ，且 1 2≠x x .                        ---------------- 3 分 

(2) 令 [ ]( ) e ( ) ( )ϕ ′= −xx f x f x ，则 1 2( ) ( ) 0ϕ ϕ= =x x ，且 

[ ] [ ]( ) e ( ) ( ) e ( ) ( )ϕ′ ′ ′′ ′= − + −x xx f x f x f x f x  

[ ]e ( ) ( )′′= −x f x f x .                  ---------------- 3 分 

对 ( )ϕ x 在 1 2[ , ]x x 上利用洛尔定理，存在 1 2( , )ξ ∈ x x ，使 ( ) 0ϕ ξ′ = ，即 ( ) ( )ξ ξ′′ =f f ，

显然ξ ≠ ix ， 1,2=i .                                      ---------------- 3 分 

五、(12 分) 设 A是 n阶实对称矩阵，证明： 

(1) 存在实对称矩阵 B ，使得 2021 =B A，且 =AB BA； 
(2) 存在一个多项式 ( )p x ，使得上述矩阵 ( )=B p A ； 

(3) 上述矩阵 B 是唯一的. 

【证】(1) 因为 A是实对称矩阵，所以存在正交矩阵Q，使得 T=A QDQ ，其

中 1 2diag( , , , )λ λ λ= nD  ，而 ( 1, 2, , )λ = i i n 为矩阵 A的特征值.  --------------- 3 分 

令
1

T2021=B QD Q ，其中
1 1 1 1

2021 2021 2021 2021
1 2diag( , , , )λ λ λ=  nD ，则 

1
2021 T 2021 T2021( )= = =B QD Q QDQ A， 

且满足 
1 1 1 1

T T T T T T2021 2021 2021 2021= = = = =AB QDQ QD Q QDD Q QD DQ QD Q QDQ BA . 
                                                      ---------------- 3 分 

(2) 设 1 2, , ,λ λ λs 是 A的所有两两互异的特征值 (1 )≤ ≤s n ，利用待定系数

法及克拉默法则，存在唯一的 s 次多项式 1
1 1( ) −

−= + + + +

s s
s sp x x a x a x a ，使得

1
2021( )  ( 1 2 )λ λ= = i ip i s， ，， , . 因为

1
2021( ) =p D D ，所以 

                

1
T T T2021( ) ( ) ( )= = = =p A p QDQ Qp D Q QD Q B .    --------------- 3 分 

(3) 设另存在 n阶实对称矩阵C 使得 2021=C A，则 2021( ) ( )= =B p A p C ，所以

2021 2021( ) ( )= = =BC p C C Cp C CB . 由于 ,B C 都可相似对角化，故存在 n 阶可逆实

矩阵T 及实对角矩阵 1 2,D D ，使得 1
1

−=B TD T ， 1
2

−=C TD T .因此 2021 2021= =C A B
2021 2021
2 1⇒ =D D 2 1⇒ =D D ⇒ =C B，唯一性得证.             ---------------- 3 分 
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六、(12 分) 设
0

( , ) −

=

=∑
n

n k k
n

k
A x y x y ，其中0 , 1< <x y ，证明： 

0

( , )2 1 1 1
2 1 2 1 1

∞

=

 
≤ ≤ + − − + − − 
∑ n

n

A x y
x y n x y

. 

【证】 (方法 1) 当 =x y 时，
0 0

( , ) 1
1 1

∞ ∞

= =

= =
+ −∑ ∑ nn

n n

A x x x
n x

，等式成立.  

---------------- 2 分 

当 ≠x y 时，注意到 ( , ) ( , )=n nA x y A y x ，故可设0 1< < <x y . 因为 

0 0 0 1

( , ) 1 1 1ln
1 1 1

∞ ∞ ∞

= = = =

− − = = = + + − − − 
∑ ∑ ∑ ∑

kn n nn
n

n n k n

A x y x y y x x
n n x y x n y x y

， 

所以不等式化为 

                    
2 1 1 1 1 1ln

2 1 2 1 1
 −

≤ ≤ + − − − − − − 

x
x y y x y x y

.          ① 

                                                            ---------------- 6 分 
对于0 1≤ <t ，有 

    
2 1

0

1 1ln
2 1 2 1

+∞

=

+
=

− +∑
n

n

t t
t n

，  2
2

0

1 1 1 1
2 1 1 1

∞

=

 + = = − + − 
∑ n

n
t

t t t
 ，

 

所以 

1 1 1 1ln
2 1 2 1 1

+  ≤ ≤ + − − + 
t tt
t t t

. 

令
2

−
=

− −
y xt

x y
，则0 1< <t ，代入上式即得所证不等式①.      ---------------- 4 分 

(方法 2) 因为
0

2
2 2

∞

=

+ =  − −  
∑

n

n

x y
x y

，
0

1
1

∞

=

=
− ∑ n

n
x

x
，所以问题转化为 

                   0 0 0

( , ) 1 ( )
2 1 2

∞ ∞ ∞

= = =

+  ≤ ≤ +  + 
∑ ∑ ∑

n
n nn

n n n

A x yx y x y
n

，  ---------------- 4 分 

这只需证明：对任意 0≥n ，都有
( , ) 1 ( )

2 1 2
+  ≤ ≤ +  + 

n
n nnA x xx y x y

n
，其中0 , 1< <x y . 

----------------2 分 

用数学归纳法. 01=n ,时，显然. 假设 =n p 时，结论成立，当 1= +n p 时， 
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1
1 1

1
0

( , ) ( , )
+

+ − +
+

=

= = +∑
p

p k k p
p p

k
A x y x y x yA x y ， 

1
1 1

1
0

( , ) ( , )
+

+ − +
+

=

= = +∑
p

p k k p
p p

k
A x y x y y xA x y ， 

1 1 1 1
1

( , )1 1 1 1( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
2 2 2 2 1

+ + + +
+

+
= + + + = + + +

+
pp p p p

p p

A x ypA x y x y x y A x y x y x y
p

 

①  
1 1 1 1 1 11 1 1 1( ) ( )( ) ( ) ( )

2 2 2 2
+ + + + + ++ +

≤ + + + + ≤ + + +p p p p p p p pp px y x y x y x y x y ， 

                                                       ---------------- 3 分 

所以 1 1
1

2( , ) ( )
2

+ +
+

+
≤ +p p

p
pA x y x y . 另一方面，仍由①式及归纳假设，可得 

1 1

1
1( , ) ( ) ( 2)

2 2 2 2

+ +

+

+ + + +     ≥ + + = +     
     

p p p

p
x y p x y x yA x y x y p ， 

因此，所证不等式对任意 0≥n 及0 , 1< <x y 都成立.           ---------------- 3 分 

七、(10 分) 设 ( )f x ， ( )g x 是[0,1] [0,1]→ 的连续函数，且 ( )f x 单调增加，求证： 

1 1 1

0 0 0
( ( ))d ( )d ( )d≤ +∫ ∫ ∫f g x x f x x g x x . 

【证】  令 ( ) ( )= −F x f x x，则问题转化为证明： 

                   
[ ]

1 1

0 0

1( ( )) ( ) d d
2

− ≤ =∫ ∫F g x F x x x x ，      ---------------- 4 分 

这只需证明： 
1

max 0

1( ) ( )d
2

− ≤∫F x F x x ，即
1

max0

1( )d ( )
2

≥ −∫ F x x F x . 

                                                            ---------------- 2 分 

记 0max ( ) ( )= =F x F x a，由于0 ( ) 1≤ ≤f x ，则 ( ) 1− ≤ ≤ −x F x x ，所以 1≤a .  

因为 ( )f x 单调增加，当 0[ ,1]∈x x 时， 0( ) ( )≥f x f x ，即 

0 0 0( ) ( )+ ≥ + = +F x x F x x a x ， 

所以 
0 0

0 0

1 1 1

00 0 0
( )d ( )d ( )d ( )d ( )d= + ≥ − + + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫

x x

x x
F x x F x x F x x x x a x x x  

0 0
1 1 1(1 ) max ( )
2 2 2

= − + − ≥ − = −a x x a F x . 

                                        ---------------- 4分 


