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1. ¤k�KÑL�3�Áò�½��K«�S.

2. �µ��>�Õ�K,�µ�	Ø�k6¶9�'IP.

�! (�K 15©)®�ü�V¡
�©

µ�<
S : x2 + y2 − z2 = 1. (1)

(1)¦ Sþ²LM0(1,−1, 1):�ü^ØÓx��1��§;

(2)¦ S þ�pR���1��:�;,.

yyy²²². 1. d�§ (1)��

(x+ z)(x− z) = (1 + y)(1− y). (2)

d (2)��¤¦�1��

L1 :

u(x+ z) = v(1 + y),

v(x− z) = u(1− y),
L2 :

λ(x+ z) = µ(1− y),

µ(x− z) = λ(1 + y),
(3)

Ù¥,¢ê u, vØ��";¢ê µ, λØ��".

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

òM0(1,−1, 1)�\ (3),�� u = 0,±9 µ = λ 6= 0,l��

L1 :

1 + y = 0,

x− z = 0.
L2 :

x+ z = 1− y,

x− z = 1 + y.
(4)

(= L1 : x = y+1
0

= z, L2 : x−1
0

= y = −z)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5©)
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2. Ï�Lü�V¡þ?¿�:§k�=kü^ØÓ�1�ÏL§. Ø��ù

ü^�1�©O� L1, L2,@o§�����þ©O�

s1 = (v2 − u2, 2uv, u2 + v2)

Ú

s2 =
(
−µ2 + λ2, 2λµ,−λ2 − µ2

)
.

dK� s1� s2��,Kk s1 · s2 = 0,u´��

(v2 − u2)(λ2 − µ2) + 4uvλµ− (u2 + v2)(λ2 + µ2) = 0. (5)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10©)

�ùü�1���u: P (X, Y, Z)§K

X2 + Y 2 − Z2 = 1. (6)

�/ 1: e 1 + Y 6= 0§k 
u = 1 + Y,

v = X + Z,

λ = X − Z,
µ = 1 + Y.

(7)

(Ü (5), (6)Ú (7)�

(1 + Y )2 Z2 = 0. (8)

Ï� 1 + Y 6= 0,d (8)�� Z = 0. 2d (6)�� P (X, Y, Z)�;,�

X2 + Y 2 = 1, Z = 0.

�/ 2µe 1 + Y = 0,K 1− Y 6= 0,u´
u = X − Z,
v = 1− Y,
λ = 1− Y,
µ = X + Z.

�þ¡�?Øaq�� Z = 0,Ïd¤�;,�

X2 + Y 2 = 1, Z = 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)
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��� �! (�K 15©) � s > 0,
�©

µ�<

ϕ(s) =

∫ +∞

0

ln(1 + sx2)

x(1 + x2)
dx.

¦ ϕ(1)Ú ϕ(2).

)))���. ·�k lim
x→0+

ln(1 + x)√
x

= 0, lim
x→+∞

ln(1 + x)√
x

= 0. Ïd,k~ê C > 0,¦�

ln(1 + x) 6 C
√
x, ∀x > 0.

l,

ln(1 + sx2)

x(1 + x2)
6 C

√
s

1 + x2
, ∀x > 0, s > 0.

Ïd,2ÂÈ©
∫ +∞

0

ln(1 + sx2)

x(1 + x2)
dx'u s ∈ [0,+∞)S4��Âñ. ? ϕ3

[0,+∞)þëY.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2©)

,��¡,d

x

(1 + x2)(1 + sx2)
6

1

2
√
s(1 + x2)

, ∀x > 0, s > 0

��,È©
∫ +∞

0

ln(1 + sx2)

x(1 + x2)
dx/ª¦�����È©

∫ +∞

0

x

(1 + x2)(1 + sx2)
dx

'u s ∈ (0,+∞)S4��Âñ. Ïd, ϕ3 (0,+∞)SëY���

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4©)

ϕ′(s) =

∫ +∞

0

x

(1 + x2)(1 + sx2)
dx

=
1

1− s

∫ +∞

0

( x

1 + x2
− sx

1 + sx2

)
dx

=
1

2(1− s)
ln

1 + x2

1 + sx2

∣∣∣+∞
x=0

= − ln s

2(1− s)
.

(þª� s = 1�n)��A�4�,½Ø���Ä s 6= 1��/)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8©)
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(Ü ϕ(0) = 0,��

ϕ(1) =−
∫ 1

0

ln s

2(1− s)
ds = −

∫ 1

0

ln(1− s)
2s

ds

=− lim
ε→0+

∫ 1−ε

0

ln(1− s)
2s

ds = lim
ε→0+

∫ 1−ε

0

∞∑
n=1

sn−1

2n
ds

= lim
ε→0+

∞∑
n=1

∫ 1−ε

0

sn−1

2n
ds = lim

ε→0+

∞∑
n=1

(1− ε)n

2n2

=
∞∑
n=1

1

2n2
=
π2

12
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12©)

Ón,

ϕ(2) =−
∫ 2

0

ln s

2(1− s)
ds = −

∫ 1

−1

ln(1− s)
2s

ds

=− lim
ε→0+

∫ 1−ε

−(1−ε)

ln(1− s)
2s

ds = lim
ε→0+

∫ 1−ε

−(1−ε)

∞∑
n=1

sn−1

2n
ds

= lim
ε→0+

∞∑
n=1

∫ 1−ε

−(1−ε)

sn−1

2n
ds = lim

ε→0+

∞∑
n=0

(1− ε)2n+1

(2n+ 1)2

=
∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
=
π2

8
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)

555. O�¥kõ«Ù§�{,~X,�|^∫ 1

0

ln(1 + s)

s
ds =

∫ 1

0

ln(1− s2)− ln(1− s)
s

ds

=

∫ 1

0

ln(1− s)
2s

ds−
∫ 1

0

ln(1− s)
s

ds = −
∫ 1

0

ln(1− s)
2s

ds;

∫ 1

0

ln(1− s)
s

ds = lim
β→1−

lim
α→0+

∫ 1

0

(1− s)α ln(1− s)
sβ

ds

= lim
β→1−

lim
α→0+

d

dα

∫ 1

0

(1− s)α

sβ
ds.
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µ�<
A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


�¢ê� Rþ� 3× 3Ø�_�
. e A���Ý
 A∗�

A∗ =


a211 a212 a213

a221 a222 a223

a231 a232 a233

 ,

¦ A.

)))���. (1)dÝ
 AØ�_� rank(A∗) = 0½ 1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

(2)e rank(A∗) = 0,Kw,k A∗ = 0,? A = 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5©)

(3)e rank(A∗) = 1,K A∗�?Û 2�fª�� 0. AO/k∣∣∣∣∣ a211 a212

a221 a222

∣∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣ a221 a222

a231 a232

∣∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣ a211 a212

a231 a232

∣∣∣∣∣ = 0.

u´�� 
a11a22 = ±a12a21,
a21a32 = ±a22a31,
a12a31 = ±a11a32.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8©)

XJþ¡n��ª¥k,��ª��Ò¤á,Ø�� a11a22 = a12a21,u´ Ak

fª ∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = 0,

§´Ý
 A ¥�� a33 ��ê{fª, d��Ý
 A∗ �½Â�� a233 = 0,

= a33 = 0. XJþ¡n��ª¥z��ªÑy�Ñ´KÒ,KòTn��ª�

�mü>©O�¦�

a11a22a21a32a12a31 = −a11a22a21a32a12a31,

5



l a11, a12, a21, a22, a31, a32¥��k��� 0. o� A∗��k����´ 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14©)

Ø�� a211 = 0. e A∗ �1��Ø�� 0, Kd rank(A∗) = 1� A∗ �1��

Ú1n���d A∗ �1���5LÑ,� A∗ �1�1���Ü� 0. l A∗

k��1���� 0 ½k������� 0. �A/, A �k��1���

� 0 ½k������� 0. Ø�� A �1�1���� 0, d� A �Ù§

����ê{fª�� 0, � a222 = a223 = a232 = a233 = 0. ùL²3Ý
 A ¥

k a22 = a23 = a32 = a33 = 0, ¤±Ý
 A ��� a12 Ú a13 ��ê{fªÑ

´ 0,d A∗�½Â�� a221 = a231 = 0,ù�� A∗ = 0,� rank(A∗) = 1gñ. �

·�ok A = 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20©)
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��� o! (�K 15 ©) � f(x) �¢ê� R þvk":�
�©

µ�<

¢ëY¼ê. e f(2023) + f(2024) = 2025, y²: é?

¿ x1, x2, · · · , xn ∈ R,þkÝ


A =


1 + f(x1) f(x2) · · · f(xn)

f(x1) 1 + f(x2) · · · f(xn)
...

... . . . ...

f(x1) f(x2) · · · 1 + f(xn)


��_Ý
.

yyy²²². {{{ I. (1)d f(x)3 Rþvk":�ëY�� f(x)ð�½ðK,qd f(2023) +

f(2024) = 2025� f(x)ð�.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4©)

(2)O�Ý
 A�1�ªk

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
E −


−1

−1
...

−1


(
f(x1) f(x2) · · · f(xn)

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1−

(
f(x1) f(x2) · · · f(xn)

)

−1

−1
...

−1



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=1 + f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn),

5¿�d (1)� f(x)ð�,� |A| = 1 + f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn) > 0,¤± A

�_.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)

{{{ II. (1)d f(x)3 Rþvk":�ëY�� f(x)ð�½ðK,qd f(2023) +

f(2024) = 2025� f(x)ð�.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4©)

(2)� α = (1, 1, · · · , 1)T , β = (f(x1), f(x2), · · · , f(xn)),K A = E + αβ,Ù¥ E

� n �ü Ý
. du αβ � βα = f(x1) + f(x2) + · · · + f(xn) k�Ó��

7



"A��, d f(x) ð��� f(x1) + f(x2) + · · · + f(xn) > 0, ¤± αβ �A

��� f(x1) + f(x2) + · · · + f(xn) (�) Ú 0 (n − 1 ). ¤± A �A��

� 1 + f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn) (�)Ú 1 (n− 1),§�þØ� 0,¤± A

�_.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)

{{{ III. (1)d f(x)3Rþvk":�ëY�� f(x)ð�½ðK,qd f(2023)+

f(2024) = 2025� f(x)ð�.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4©)

(2)�y,e AØ�_,K Ak 0��ÙA��.y� v = (a1, a2, · · · , an)T 6= 0

� A'u 0���A��þ. u´k
f(x1) f(x2) · · · f(xn)

f(x1) f(x2) · · · f(xn)
...

... . . . ...

f(x1) f(x2) · · · f(xn)




a1

a2
...

an

 = −


a1

a2
...

an

 ,

�

a1f(x1) + a2f(x2) + · · ·+ anf(xn) = −a1 = −a2 = · · · = −an.

(J a1 = a2 = · · · = an.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10©)

- a = a1,Kk a 6= 0. 2gd Av = 0�

(1 + f(x1))a+ (f(x2) + · · ·+ f(xn))a = 0,

?

1 + f(x1) + · · ·+ f(xn) = 0.

� (1)¥¤y f(x)ð�gñ,¤± A�_.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)
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��� Ê! (�K 15©) éu n > 2,P
�©

µ�<

En =
{
k ∈ N

∣∣1 6 k2 6 n
}

,

Fn =
{√

k
∣∣1 6 k 6 n, k ∈ N,

√
k /∈ N

}
.

- An, Bn �g� En, Fn ¥¤k���Ú. O�4�

lim
n→+∞

An

n
3
2

Ú lim
n→+∞

Bn

n
3
2

¿`²nd,Ù¥ N�g,ê8.

yyy²²². ´� En ¥���êÚz�����þØ�L [
√
n] 6

√
n. Ïd, 0 6 An 6 n.

l lim
n→+∞

An

n
3
2

= 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8©)

?�Ú,´�

En =
{√

k
∣∣1 6 k 6 n, k ∈ N,

√
k ∈ N

}
=
{√

k
∣∣1 6 k 6 n, k ∈ N

}
\ Fn.

Ïd,(Ü Stolzúª,��

lim
n→+∞

Bn

n
3
2

= lim
n→+∞

n∑
k=1

√
k − An

n
3
2

= lim
n→+∞

n∑
k=1

√
k

n
3
2

= lim
n→+∞

√
n

n
3
2 − (n− 1)

3
2

= lim
n→+∞

n−1

1− (1− n−1) 3
2

=
2

3
.

ù��±|^½È©��

lim
n→+∞

Bn

n
3
2

= lim
n→+∞

n∑
k=1

√
k

n
3
2

=

∫ 1

0

√
x dx =

2

3
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)
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8! (�K 20©) � α > 0´~ê. q� {xn}Ú {yn}�
�©

µ�<

�ê��÷v x1 = 2024, y1 = 20251109, xn+1 + x1+αn+1 = xn,

yn+1 + 2−αy1+αn+1 6 yn (n > 1).

(1)y² {nxαn}Âñ¿¦4�. (2)y²: lim
n→+∞

nyαn 6
2α

α
.

)))���. - f(x) = x+ x1+α (x > 0). K f 3 [0,+∞)þî�üO,��u [0,+∞).

(1)d f �þã5�´� xn+1 ´ f(x) = xn ���),� xn+1 < xn (n > 1).

Ïd, {xn}Âñu,� x̄ > 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

?�Ú,k x̄+ x̄1+α = x̄. l x̄ = 0. = lim
n→+∞

xn = 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6©)

l,d Stolzúª,��

lim
n→+∞

nxαn = lim
n→+∞

n

x−αn
= lim

n→+∞

1

x−αn+1 − x−αn
= lim

n→+∞

1

x−αn+1 −
(
xn+1 + x1+αn+1

)−α
= lim

x→0+

1

x−α −
(
x+ x1+α

)−α = lim
x→0+

xα

1−
(
1 + xα

)−α =
1

α

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14©)

(2)- yn = 2Yn (n > 1). K {Yn}��ê��÷v Y1 = 1012500, f(Yn+1) 6

Yn (n > 1).

{{{ I.- X1 = Y1, f(Xn+1) = Xn (n > 1). K8B�y Yn 6 Xn (n > 1). l

(1)�y²��,Ó�k lim
n→+∞

n

X−αn
=

1

α
.

Ïd,

lim
n→+∞

nyαn = lim
n→+∞

2αnY α
n 6 lim

n→+∞
2αnXα

n =
2α

α
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20©)

{{{ II.aq (1)�y {Yn}î�ü~ªu". lí2 Stolz½n,��

lim
n→+∞

n

y−αn
= 2α lim

n→+∞

n

Y −αn

6 2α lim
n→+∞

1

Y −αn+1 − Y −αn

62α lim
n→+∞

1

Y −αn+1 −
(
Yn+1 + Y 1+α

n+1

)−α = 2α lim
x→0+

1

x−α −
(
x+ x1+α

)−α
=2α lim

x→0+

xα

1−
(
1 + xα

)−α =
1

α

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20©)
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